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PROLOGO

Dicho esto, rogé al bachiller que, si era poeta, le hiciese
merced de componerle unos versos que tratasen de la des-
pedida que pensaba hacer de su sefiora Dulcinea del Tobo-
so, y que advirtiese que en el principio de cada verso habia
de poner una letra de su nombre, de manera que al fin de
los versos, juntando las primeras letras, se leyese: Dulcinea
del Toboso.

El bachiller respondié que puesto que él no era de los
famosos poetas que habia en Espafia, que decian que no
eran sino tres y medio, que no dejaria de componer los
tales metros, aunque hallaba una dificultad grande en su
composicion, a causa que las letras que contenian el nom-
bre eran diez y siete; y que si hacia cuatro castellanas de a
cuatro versos, sobraria una letra; y si de a cinco, a quien lla-
man décimas o redondillas, faltaban tres letras; pero con
todo eso, procuraria [...] lo mejor que pudiese [...]

Don Quijote, Segunda Parte, capitulo 1v.

Los numeros primos —como el 17, el cual Cervantes finge que el bachiller de-
be factorizar— han fascinado a los matematicos desde tiempos remotos: por el
teorema fundamental de la aritmética, son los &tomos a partir de los cuales se
construyen todos los otros enteros mayores que 1y exhiben propiedades que
atraen y maravillan al mismo tiempo, y su aparente sencillez esconde rique-
zas que se asoman apenas uno se detiene a reflexionar un poco; por ejemplo,
aun cuando existe un numero infinito de ellos, en ocasiones suelen estar tan
dispersos que hay lagunas arbitrariamente grandes de enteros que carecen de
primos, y es muy fdcil visualizar algunas propiedades acerca de los primos y
sin embargo puede ser muy dificil dar una demostracion de estas propiedades;
por ejemplo, una vista rapida a una tabla de los primeros nimeros primos, diga-
mos menores que 1000, puede mostrar que en ocasiones los primos aparecen
separados por la distancia minima de 2, por ejemplo 11y 13,17 y 19,29y 31 (a
estos pares de numeros primos se los llama primos gemelos), y uno puede con-
jeturar que hay un nimero infinito de éstos; no obstante, a pesar de progresos
recientes, todavia no se tiene una demostracion de esta conjetura. La historia

9



10 PROLOGO

de la teoria de nimeros, o aritmética superior, estd llena de conjeturas como la
anterior, muy faciles de hacer, aparentemente naturales, elementales en su for-
mulacién y cuya demostracion estd en muchas ocasiones todavia muy lejana.

La atraccion que ejerce la teoria de niimeros sélo es comparable a la de
la geometria, ambas con raices profundas en la historia (y prehistoria) de la
humanidad. En todas las culturas del norte y sur, este y oeste, impulsados por
simple curiosidad, aparentemente sin conexién con la “realidad” o “aplicacio-
nes’, en tablillas con textos cuneiformes de los babilonios o en palimpsestos
de origen griego, en estelas mayas o en manuscritos arabes, matematicos cuyo
nombre recuerda la historia o cuyas aportaciones sobreviven al olvido de sus
nombres adornan la historia de nuestra ciencia.

Este libro es una introduccién elemental a la aritmética superior. Comen-
zando con una discusion sencilla de la nocién de divisibilidad, siguiendo la
tradicion cldsica introduce las propiedades elementales de las congruencias,
de las cuales deduce inmediatamente una aplicacion a la criptografia de clave
publica; después estudia en forma econdémica, y con un lenguaje cercano al de
la teoria de grupos, la existencia de raices primitivas, para dar luego una apli-
cacidn al intercambio de claves y al criptosistema de ElGamal, ambos basados
en la nocién de logaritmo discreto. Después, se estudian congruencias cuadra-
ticas, entre ellas, la ley de reciprocidad cuadratica de Gauss, Legendre y Euler,
y se aplica lo anterior al criptosistema de Rabin. El libro incluye un estudio de
algunas ecuaciones diofantinas de grado 2y 3, desde la existencia y caracteriza-
cion de ternas pitagdricas hasta la formulacién de la conjetura de Fermat, para
finalizar con un estudio de la llamada ecuaciéon de Pell. El dltimo capitulo es
una introduccién elemental a la aritmética de las curvas elipticas.

Una novedad del libro es que, en muchos casos y cuando es necesario pa-
ra algun tipo de aplicaciones, las demostraciones se dan en tal forma que per-
mitan su algoritmizacion casi inmediata, lo cual se refuerza en ocasiones dan-
do el pseudocddigo correspondiente, de tal manera que el estudiante con in-
terés en aspectos computacionales pueda escribir un programa para la imple-
mentacion de estos algoritmos. Sin llegar a la exageracion, se han incluido al-
gunas aplicaciones de interés relativamente reciente, tales como los criptosiste-
mas de RSA, ElGamal y Rabin que sélo requieren los conocimientos incluidos
en el texto.

MATEMATICOS CUYOS TRABAJOS SE HAN CITADO EN EL LIBRO

1) Pitdgoras, circa 572-500 a.C.
2) Euclides, 323-285 a.C.
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3) Arquimedes, 287-212 a.C.

4) Eratéstenes, circa 230 a.C.

5) Diofanto, circa 250 d.C.

6) Sun-Tzu, circa siglo v d.C.

7) Al-Khwarizmi, circa 780-850

8) Bhaskara (1114-circa 1185)

9) Leonardo de Pisa, Fibonacci, circa 1175-1250
10) Claude Bachet, 1587-1638
11) Marin Mersenne, 1588-1648
12) Pierre de Fermat, 1601-1655
13) Bernard Frenicle de Bessy, circa 1602-1675
14) John Pell, 1611-1683
15) Leonhard Euler, 1707-1783
16) Joseph-Louis Lagrange, 1736-1813
17) Adrien-Marie Legendre, 1752-1833
18) Sophie Germain, 1776-1831
19) Carl Friedrich Gauss, 1777-1855
20) August Ferdinand Mobius, 1790-1868
21) Gabriel Lamé, 1795-1870
22) Carl Gustav Jacobi, 1804-1851
23) Peter Lejeune Dirichlet, 1805-1859
24) Joseph Liouville, 1809-1882
25) Ernst Eduard Kummer, 1810-1893
26) Edouard Lucas, 1842-1891
27) Axel Thue, 1863-1922
28) Emil Artin, 1898-1962
29) Jean-Pierre Serre, 1926—
30) Barry Mazur, 1937-
31) Gerhard Frey, 1944
32) Kenneth Ribet, 1948-
33) Andrew Wiles, 1953
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I. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA

EL coNjuNTO Z de los nimeros enteros positivos y negativos
Z ={0,%1,£2,43,...}

es un anillo conmutativo con uno, es decir, se tienen dos operaciones, llamadas
suma 'y producto, que satisfacen:

1) Propiedades de la suma

1) Lasuma es asociativa, estoes, a+(b+c) = (a+b) +c, para cualesquiera
a,b,ceZ.

2) Existe un neutro aditivo, a saber el 0 € Z, que satisface

a+0=a=0+a

para todo a € Z.

3) Cada entero a € Z tiene un inverso aditivo, —a € Z, que satisface

a+(-a)=0=-a+a

para todo a € Z.

4) La suma es conmutativa, es decir, para cualesquiera a,b € Z, se tiene
que
a+b=b+a.

11) Propiedades del producto
1) El producto es asociativo, esto es, a(bc) = (ab)c, para cualesquiera
a,b,ceZ.
2) Existe un neutro multiplicativo, a saber el 1 € Z, que satisface
a-l=a=1-a
para todo a € Z.

3) Elproducto es conmutativo, es decir, para cualesquiera a, b € Z, se tiene

que
ab = ba.

13



14 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA

111) Distributividad. La suma y el producto de Z se relacionan mediante la
igualdad

a(b+c)=ab+ac,

para todos los a, b, ¢ € Z.

Como en todo anillo conmutativo con uno, se satisfacen las propiedades
siguientes —las propiedades 3) y 4) se conocen como las reglas de los signos—:

1) a-0=0, paratodo a € Z.

2) (-1)-a=-a,paratodo a € Z.
3) a(-b) =—(ab) = (-a)b.

4) (-a)(-b) = ab.

Mas aun, el anillo Z es un dominio entero, es decir, si ab = 0 en Z, entonces
a = 00 b = 0. Esta propiedad es equivalente a la ley de cancelacién para el
producto en Z: si ab = acenZ y a # 0, entonces b = c. Observe que en Z
los tinicos enteros que tienen inverso multiplicativo son los enteros +1 (vea el
ejercicio 5).

1.1 DiviSIBILIDAD

Si a, b son dos enteros, diremos que a divide a b, o que b es multiplo de a,
si existe otro entero g tal que b = aq. Usaremos la notacion a|b para decir
que a divide a b y también diremos que a es un divisor de b. Si a no divide
a b lo denotaremos mediante a}b. La relacién de divisibilidad satisface las
propiedades siguientes:

PROPOSICION L1.
1) a|a, para todo a.

2) Sialbyb

¢, entonces a|c.

3)1

a, para todo a € 7.
4) al0, para todo a.

5) Sia

b, entonces a|br, para cualquier r € Z.

6) Sialbya

¢, entonces a|b + c.
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7) Sia|by alc, entonces a divide a cualquier combinacién lineal de b y c, esto
es, a|br + cs, para cualesquiera r, s € Z.

8) Sial|b, entonces a|-b, —a|b, —a|-b, |a| | |b].
9) Sial|byb|a, entonces a = +b.

10) Si a1, entonces a = *1.

11) Sia|b, entonces |a| < |b|.

Demostraciéon. Solo probaremos algunas de estas propiedades, dejando las de-
mds como un ejercicio. Para 1), se tiene que a = a- 1. Para2), b=aqyc = bq’
implican que ¢ = bq’' = aqq’ yasia|c. O

L.1.1 El algoritmo de la division

Un algoritmo es una lista de instrucciones' para hacer algo; por ejemplo, una
serie de instrucciones para calcular un numero.

TEOREMA 1.2 (Algoritmo de la divisién). Sia, b € Z, con b + 0, entonces existen
q, 1 € Z tales que
a=bg+r con0<r<|b|.

El entero g se llama el cociente y el entero r es el residuo de dividir a entre b.

Demostracion. Podemos suponer que a y b no son negativos. Considere el co-
ciente a/b y localicelo en la recta real:

t—1 alb t
y sea M el conjunto de numeros enteros mayores que a/b. Por el principio del
buen orden, M tiene un elemento menor, digamos ¢ (en la grafica anterior, ¢ es
el numero que estd a la derecha de a/b). Entonces, t — 1 < a/b < t. Pongamos
q=t-1detalformaquegq<a/b<q+lyasibg<a<(q+1)b.Sear:=a-bq.
Entonces, las desigualdades anteriores dicen que 0 < r < byasi a = bq + r con
0 < r < b, como se queria. O

"La palabra algoritmo, tiene una etimologia hibrida: originalmente es de origen arabe, relacionada
con el matemadtico Al-Juarismi, quien introdujo la numeracién decimal de los indios en la cultura
drabe del siglo 1x. Al llegar estos conocimientos a la Europa de la Edad Media, se llamé algoristas a
quienes calculaban usando los nimeros ardbigos en notacion decimal. Por esas cosas extranas que
suelen suceder, la palabra ALGORITMO aparenta llevar la raiz griega arithmos, que significa niimero.
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Advierta que si al dividir a entre b, en a = bq + r el residuo r = 0, enton-
ces b|a.

OBSERVACION. Asi como esta formulado y demostrado, el teorema anterior
no parece un algoritmo. Sin embargo, podriamos pensar en cémo hacerlo con
un conjunto de instrucciones de la manera siguiente:

1. Divida a entre b para obtener el racional a/b.
2. Escoja el entero g que esté a la izquierda o sea igual a a/b.

3. Ponga r:=a - bgq.

Note que si se tiene una calculadora y los nimeros con que trabajamos no
son muy grandes, lo anterior es bastante rapido. Sin embargo, estas “instruccio-
nes” no son de mucha ayuda si queremos programarlas en una computadora.
En el libro vi1 de los Elementos de Euclides, la proposicion vii.2 describe un
algoritmo para dividir a entre b, cada uno de cuyos pasos es una resta:

1. Sia<b, pongaq=0yr=a;esdecir,a=b-0+a.

2. Siaxb, calculea-b. Sia-b<a, pongagq:=1yr:=a-b, por lo que
a=b-1+(a-b).

3.8 a-b2xb, calcule (a-b)-b=a-2b. Sia-2b<a, ponga q:=27y
r=a-2b,yasia=b-2+(a-2b).

4. Si a-2b > b, calcule (a —2b) —b = a - 3b, etcétera; esto es, continie
restando b hasta que el resultado sea menor que a4, es decir, hasta que
a—qgb<a, y entonces ponga r:=a— qb.

I1.2 Mdximo comun divisor

Sean a, b dos enteros. Note que el 1 siempre es un divisor comun de a y de b
por 113 (p. 14).2 Si a = 0 = b, entonces por 1.1.4 cualquier entero distinto de
0 divide a a y a b y por lo tanto no existe un entero mayor que divida a am-
bos. Supongamos entonces que alguno de a o b es # 0. Sin perder generalidad
supongamos que a # 0. Por 1111 (p. 15), todos los divisores de a son < |a| y
asi el conjunto de divisores comunes de a y de b tiene un elemento mayor. A
este entero se le llama mdximo comuin divisor de a y b. Una forma equivalente

?Si no se hace referencia explicita a capitulo o seccion, estos nimeros (L1, .14, etc.) remiten a
teoremas, proposiciones, etc., los cuales tienen numeracion corrida dentro del capitulo; por ejemplo,
a la PRorOSICION 1.1 ha seguido el TEOREMA 1.2. Por supuesto, 1.4 remite al inciso 4 de la PrRopo-
SICION L1
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de definirlo es, a saber, el mdximo comiin divisor de a y b es un entero g que
satisface:

1) glay g|b, es decir, g es divisor comiin.

2) Sid es cualquier entero tal que d |a y d |b, entonces d |g. Note que 1.111
(p. 15) implica que en este caso |d| < |g|, por lo que g es, en efecto, el divisor
comun maximo.

TeEOREMA 1.3. Sean a, b dos enteros con uno de ellos distinto de cero; entonces:

1) Existe un mdximo comun divisor de a y b y es la menor combinacion lineal
positiva de a y b, es decir, es de la forma as + bt, con s, t € Z.

2) Cualesquiera dos mdximos comunes divisores de a y b difieren sdlo por el
signo.

Demostracion.
1) Como a # 00 b # 0, entonces el conjunto de combinaciones lineales
distintas de cero de a, b

M={as+bt : s,teZ}-{0}

es no vacio y, de hecho, eligiendo s, t adecuadamente se tiene que existen com-
binaciones lineales as + bt > 0, por lo que M NN # &. Por el principio del buen
orden existe un elemento menor g en M N N, es decir, g es la menor combi-
nacion lineal positiva de a, b, digamos g = asy + bty. Mostraremos ahora que
glay g|b. Basta mostrar que g|a, y para esto supongamos que g + a. Entonces
g+—a,yporlo tanto g +|al, por lo que podemos suponer, sin perder generali-
dad, que a > 0, y como g ta entonces a = gq +r con 0 < r < g. Observamos
ahora que r = a — gq € M, ya que

r=a-gq=a-(asy+bty)qg=a(l-syq)+b(-tyq),

esto es, r es combinacion lineal de a, b, y como r > 0 entonces r es una combi-
nacion lineal positiva de a, b, lo cual contradice la minimalidad de g, puesto
que r < g. Se debe entonces tener que g|a e igualmente g|b.

Finalmente, si d € 7Z es tal que d|a y d|b, entonces d divide a cualquier
combinacion lineal de a y b, en particular d|g. Hemos asi probado que g es
un maximo comun divisor de a y b.

2) Si g1y g son dos maximos comunes divisores de a y b, por la propiedad
2 de la definicion, g | g2 ¥ 2] g1 Por 1.1.9 (p. 15) se sigue que g; = +g5. O
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La propiedad 2 del teorema anterior nos dice que al elegir el signo positivo
se tiene un Unico maximo comun divisor de a y b, al que denotaremos median-
te g = mcd(a, b). La propiedad I del teorema anterior nos dice que el mcd de
ay b se puede escribir de la forma

g =mcd(a,b) = as + bt,

cons, t € ZYy, dehecho, g es el menor entero positivo que es combinacion lineal
deayb.Enlaseccién 1.3 (p. 26) daremos un algoritmo, bastante eficiente, para
calcular el mcd de dos enteros.

Dados dos enteros a, b, se dice que son coprimos simed(a, b) = 1. El resul-
tado siguiente® es de fundamental importancia para la aritmética.

TEOREMA 1.4 (Euclides). Sia|bc y mcd(a,b) = 1, entonces a|c.

Demostracion. Como 1 = med(a, b), entonces 1 es combinacion lineal de a y
b, digamos 1 = as + bt. Multiplicando esta igualdad por ¢ queda

c=c-1=acs+bct,

donde a|acs y a|bct, ya que a|bc. Se sigue que a|acs + bet = ¢, esto es, a|c
como se queria. [

En este teorema es importante observar que la condicion med(a, b) = 1 es
necesaria, pues sin esta condicion puede suceder que a|bc y sin embargo a 4+ b
y a+c. Por ejemplo, 6](2)(3) pero 64+2y6+43.

Un entero p se dice que es primo si p # 0,+1 y si sus tnicos divisores son
+1 y +p. Se acostumbra considerar s6lo los primos positivos, ya que si p es
primo entonces —p también es primo. Cuando dos primos difieren a lo mas
por un signo, decimos que son asociados. Asi, todo primo es asociado de un
primo positivo. Un entero a que no sea 0 o =1 y que no sea primo se llama
compuesto.

Ejemplo 1. Los enteros siguientes son primos: 2, 3, 5, 7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37.

Nuestro objetivo ahora es probar que todo entero a > 1 se puede factorizar,
en forma esencialmente unica, como producto de primos, de tal forma que los
enteros primos son como los ladrillos a partir de los cuales se construyen todos
los otros enteros. La parte importante de este resultado es la unicidad de la
factorizacion, y para probar esto necesitaremos una consecuencia del teorema
1.4 de Euclides, para lo cual precisamos también el calculo siguiente:

3El teorema 1.4 no se encuentra como tal en los Elementos de Euclides, donde la proposicion 30
del libro v11 s6lo considera un caso importante del teorema 1.4, a saber, el corolario 1.6 siguiente.
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1 sipta
p sipla

Demostracién. Los nicos divisores positivos de p son 1y p, asi que med(p, a)
es1op.Sesigueque pta < mcd(p,a)=1ypla < mcd(p,a)=p. O

LEMA L5. Si p es primo, entonces med(p, a) = {

Usando este lema, junto con el teorema de Euclides 1.4, se tiene la conse-
cuencia® siguiente:

CoROLARIO L1.6. Si p es primo y p|ab, entonces p|a o p|b.

Demostracion. Si p|anohay nada que probar. Supongamos entonces que p + a;
entonces, por el lema anterior med(p,a) = 1y como p|ab, por el teorema de
Euclides se sigue que p|b. O

El resultado siguiente, nos sera util en varias instancias, en particular para
concluir que el algoritmo de desencriptamiento de RSA en efecto recupera el
mensaje original.

CoroLARIO I.7. Sia|cyb|cymed(a,b) = 1, entonces ab|c.

Demostracion. Escribamos ¢ = aqy ¢ = bq'. Como 1 = as + bt, multiplicando
por ¢ obtenemos

c=acs+bct =abq's + baqt = ab(q's + qt)
y asi ab|c. O

Ejercicios

1) Demuestre las propiedades listadas en la pagina 14 antes de seccion L.1.

2) Demuestre las propiedades faltantes en la proposicion 1.1 (p. 14).

3) Demuestre la unicidad del cociente g y del residuo r en el algoritmo de la
division.

4) Demuestre que si a divide cualquier combinacion lineal bs + ct de b y ¢,
entonces a|by alc.

5) Demuestre que si a|1 entonces a = *1.

6) Use induccion (sobre n) para probar que si a|by,...,alb,yr,...,tn €Z

son arbitrarios, entonces a|(r by + - + r,b,).

4Como se ha dicho en la nota previa, este corolario es, de hecho, la proposicion 30 del libro vir
de los Elementos de Euclides.
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