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			SINOPSIS 




			 




			Esto es un libro sobre grafos. ¿Qué son los grafos? A simple vista se podría pensar que son dibujos simples realizados a partir de puntos y rayas que se unen entre sí. Pero si nos acercamos un poco más y los observamos con cariño y paciencia, descubriremos que son unos objetos matemáticos fascinantes, con un sinfín de aplicaciones sorprendentes, que sirven para analizar las redes sociales, diseñar una liga de fútbol u organizar un banquete de boda. Y siempre de la forma más eficiente y divertida. 




			 




			Esta sorprendente obra nos revela, a través de ejemplos llamativos e inesperados, cómo estas herramientas, en apariencia muy sencillas, tienen un potencial impresionante para modelar y resolver de manera óptima situaciones o conflictos cotidianos. Para aprender sobre grafos solo hay que ser curioso y saber usar algo en lo que, de momento, no nos ganan los ordenadores: intuición y sentido común. Además, tampoco hace falta tener conocimientos matemáticos previos. Si sabes cuándo un número es par, podrás llegar hasta el final de este libro y disfrutar como niños de la teoría de grafos. 
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			Conducir con orden mis pensamientos, empezando por los objetos más simples y más fáciles de conocer, para ascender poco a poco, gradualmente, hasta el conocimiento de los más compuestos. 
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INTRODUCCIÓN  




			 




			Este es un libro sobre grafos. ¿Qué son grafos? A simple vista se podría pensar que un grafo es un dibujo simple realizado a partir de puntos y rayitas que unen a algunos de estos puntos por parejas. Pero si nos acercamos un poco más y los observamos con cariño y paciencia, los grafos son unos objetos matemáticos fascinantes con un sinfín de aplicaciones sorprendentes. Sirven para analizar las redes sociales, diseñar una liga de fútbol u organizar un banquete de boda. Y siempre de la forma más eficiente. Y divertida. 




			En este libro pretendemos mostrar cómo estas herramientas, en apariencia muy sencillas, tienen un potencial impresionante para modelar situaciones y conflictos cotidianos y resolverlos de forma óptima. Solo hay que ser curioso y saber usar algo en lo que, de momento, no nos ganan los ordenadores: intuición y sentido común. 




			Además, los conocimientos matemáticos previos necesarios para aprender sobre grafos son: ninguno. Solo necesitas saber leer y, bueno, saber detectar si un número es par. Vamos a empezar desde el principio y caminaremos, a través de ejemplos llamativos e inesperados, hasta el final de este libro para conseguir hacernos una idea y, sobre todo, disfrutar como niños de la Teoría de Grafos. 




			¿Por qué o para qué un libro solo de grafos? 




			Porque aunque la Teoría de Grafos no es nueva, ni mucho menos —comenzó con puentes (aunque no sobre el río Kwai sino sobre el Pregolia) allá por el siglo XVIII—, el auge de las redes sociales virtuales la ha puesto cada vez más en escena por ser fundamental para analizar las dinámicas de dichas redes. 




			Pero no solo eso. La necesidad, cada vez más imperiosa, de cualquier país de formar a más gente en matemáticas avanzadas para satisfacer la demanda de estos profesionales en los sectores más robustos y potentes pone de manifiesto la urgencia de actualizar los contenidos matemáticos para nuestros estudiantes preuniversitarios. Y, sobre todo, la urgencia de detectar talentos matemáticos entre nuestros jóvenes atrayéndolos a esa maravillosa disciplina que son las matemáticas. Y en esta tarea entiendo, basándome en mi experiencia profesional, que trabajar con grafos acerca a nuestros niños y niñas a lo que son, de verdad, las matemáticas: un trabajo de investigación. Nunca un cuaderno lleno de cuentas. 




			Por otra parte, no hay ningún libro de Teoría de Grafos en castellano como este, ningún manual que permita a docentes y estudiantes acercarse a estos objetos matemáticos a través de ejemplos cotidianos, sin necesidad de los detalles técnicos que suelen encontrarse en los libros introductorios sobre la materia. 




			Mi experiencia de más de diez años como divulgadora y popularizadora de las matemáticas me ha demostrado, no pocas veces, que los grafos son apreciados por el público general desde el primer momento porque pueden entenderse y usarse sin necesidad de conocimientos previos avanzados de matemáticas. 




			Puedo afirmar —y afirmo— que cualquier lector, de cualquier edad, disfrutará y aprenderá de esta forma de hacer matemáticas sin cuentas, solo con puntos y rayas. 




			 




			En cada uno de los capítulos, todos con títulos de películas, se planteará algún problema o acertijo que aprenderemos a resolver echando mano de los grafos, claro. Tipos de saludos al llegar a un guateque o personas que se conocen en una verbena, reparto óptimo del alquiler de un apartamento, árboles que nos orientan en decisiones, rutas de escape en un rascacielos, estrategias ganadoras en juegos, espejismos y mentiras en redes sociales, elegancia y etiqueta, matrimonios estables, dinero falso… 




			Supongo que el título del libro te recuerda a una famosa película de aventuras. Pues sí, es la idea. En mi opinión, como he dicho unas líneas antes, incorporar esta disciplina en la educación (a partir de primaria y/o secundaria) sería como encontrar para nuestros estudiantes esa arca perdida con poderes (no sobrenaturales, sino reales) para que pudiesen probar el verdadero sabor de las matemáticas y disfrutarlas como lo que son: una de las obras humanas más bellas que existen. No me parece justo que haya personas que terminen su formación en primaria y secundaria sin haber podido disfrutar de la belleza de un razonamiento matemático, de la voluptuosidad de una cascada de implicaciones lógicas que desembocan en una verdad universal, absoluta, eterna, que no dependa del capricho humano. El número 7 siempre será primo y los grafos del teorema de Kuratowski nunca serán grafos planos. 




			Una vez elegido el título del libro me hizo gracia la idea de seguir con el «peliculeo» de titular los capítulos con nombres de películas que tuviesen algo que ver con el tema que se trataría en cada uno de ellos. Para ayudarte a bucear en el contenido, te describo un poco de qué va cada capítulo, por si los títulos no fueran suficientemente explícitos. Puede pasar. 




			En los dos primeros capítulos, «El guateque» y «La verbena de la paloma», recurrí a títulos relacionados con fiestas para entrar con buen pie en el fascinante mundo de los grafos. En el primer capítulo presentamos un acertijo sobre saludos en una fiesta para presentar a nuestros protagonistas, los grafos. En el segundo también, con ayuda de palomas y palomares, nos colaremos en una fiesta, la fiesta de Ramsey, para seguir hablando de grafos y, por qué no, contar algún cotilleo sobre una historia de amor nacida al calor de las matemáticas. 




			En el capítulo 3 te presento los grafos más conocidos, casi famosos, que solemos usar en esta disciplina y que irán apareciendo en los capítulos siguientes para que estudiemos sobre ellos las propiedades que vayamos explicando. 




			En el cuarto capítulo, «El apartamento», vamos a aprender a dividir de forma justa el precio de un alquiler usando uno de los resultados más bonitos de la Teoría de Grafos. Y de las matemáticas, en general. Uno de mis matemáticos favoritos, Paul Erdős (ateo agnóstico), cuando veía una demostración bella de matemáticas decía: «Dios tiene un libro en el que guarda las demostraciones más bonitas y elige a quién regalárselas. Esta demostración estaba en el Libro». Erdős no creía en Dios, pero sí en el Libro. Entre ellas está la demostración del lema de Sperner que te contamos en este capítulo. 




			El capítulo 5 es tan especial que lo hemos escrito en rojo. ¿Por qué? En él te cuento las tripas numéricas de los grafos, las matrices llenas de números que se esconden detrás de los puntos y rayas. No te asustes. Mi consejo es que, si no tienes experiencia con matrices y operaciones con matrices (hablo de matrices matemáticas, claro), empieces a leerlo con tranquilidad y ganas de aprender. Creo que está escrito para que cualquier persona con interés en aprenderlo lo pueda entender e intentar resolver los retos que se proponen. Tengo una anécdota con este capítulo y te la voy a contar, digo. Estaba escribiendo la parte en la que explico el producto de matrices en un AVE que viajaba de Madrid a Sevilla. Mi compañero de viaje era un joven, de unos 10 o 15 años más que yo, que no pudo reprimir su curiosidad y me preguntó qué estaba haciendo. Cerré el portátil y con lápiz y papel —soy muy clásica para algunas cosas— le expliqué qué eran las matrices, cuándo se podían multiplicar entre ellas y cómo se hacía (cuando se podía). Te prometo que se pasó el resto del viaje, hasta Córdoba, multiplicando matrices que yo le ponía. Y, por su expresión, creo que se lo estaba pasando muy bien. Se despidió feliz y deseando contarle a su nieto que sabía multiplicar matrices. Si vives en Córdoba y tu abuelo te contó que una señora con el pelo muy rojo le había enseñado matemáticas en el tren, posiblemente fuera yo. Te cuento todo esto para que no te asustes porque, de verdad, no es tan complicado. Pero, si no te apetece, puedes saltarlo y seguir adelante. Se llama «Matrix» porque habla de matrices y lo hemos puesto en rojo para hacer un guiño a la película: si tomas la píldora roja conocerás toda la verdad. 




			El capítulo 6, «Love Actually», está dedicado a estudiar la conexión en grafos, tanto su existencia como su calidad. Sin duda, la conectividad es una de las propiedades más importantes en un grafo, sobre todo si el grafo modela una red social, real o virtual. 




			Los capítulos 7, 8, 9, 10 y 11 los dedicamos al estudio de árboles (son unos grafos muy especiales y muy apañaos) con un montón de aplicaciones, como podrás descubrir cuando los leas. 




			Los capítulos 12 y 13 tratan de lo que solemos englobar en Teoría de Grafos en un solo tema que llamamos transversalidad en grafos. En ambos capítulos nos planteamos encontrar recorridos especiales en el grafo en cuestión con aplicaciones inmediatas en la vida real. A veces, la primera vez que te los plantean, parecen problemas muy parecidos, pero espero que cuando termines el capítulo 13 te hayas convencido de que, en realidad, no tienen nada que ver. 




			El capítulo 14 lo titulé «Joker» porque, al tratar el problema de dibujar nuestro grafo de la forma más clara posible, quería contar la historia del plano del metro de Londres. Y, sinceramente, si pienso en qué película tiene una escena impactante (para mí) en el metro es esta, Joker, y la escena en un vagón de metro en Gotham. Sin duda es un punto de inflexión en la trama y, si este fuese un libro de filosofía, nos daría para un análisis muy profundo y trascendente. 




			Los capítulos 15,16 y 17 pretenden mostrar tres problemas (muy difíciles de resolver en la mayoría de los casos) en los que se trata de etiquetar los vértices y/o las aristas de un grafo, ya sea con colores (capítulos 15 y 16) o con números (capítulo 17). De nuevo, no te asustes. Los ejemplos que te mostramos son fáciles de entender y te va a sorprender muchísimo la cantidad de aplicaciones que tienen. 




			En el capítulo 18 entramos en un casino, pero un casino diferente a todo lo que se te viene a la cabeza. En nuestro casino no apostamos dinero, pero apostamos fuerte por el talento y el ingenio de nuestro lector: tú. En cualquier caso, te vamos a enseñar estrategias ganadoras para los juegos que te mostramos. El verbo «apostar» no tiene, en mi opinión, ningún tiempo verbal bueno siempre que implique ganar o perder dinero; pero no pasa nada si utilizas estas estrategias ganadoras para que te paguen un café o un helado. 




			Los capítulos 19 y 20 están dedicados al noble arte del emparejamiento en grafos bipartitos que, lejos de ser una habilidad de alcahuetas, trotaconventos y celestinas, son estrategias con numerosas aplicaciones en situaciones reales. Especialmente en campos como la Economía, en el que alguno de los algoritmos presentados en estos capítulos ha merecido un Nobel. 




			Podríamos decir (y lo digo porque el libro es mío) que hasta el capítulo 20 este es un libro sobre Teoría de Grafos. Un libro para hacer matemáticas con puntos y rayas. Y hasta ese capítulo trataré de mostrarte, a nivel divulgativo, los pilares básicos de la disciplina: cómo dar los primeros pasos en el fascinante universo de los grafos. 




			En los últimos tres capítulos (21, 22 y 23) haremos algo, en algún sentido, diferente. Sin entrar en el análisis exhaustivo de la información que obtenemos de las redes sociales, entre otras cosas, porque escapa de los objetivos de este libro y del área de la Teoría de Grafos (hay muchas disciplinas implicadas), analizaremos algunos fenómenos que han estado presentes desde siempre en nuestras relaciones pero que, gracias al auge de las redes sociales virtuales, ahora tenemos capacidad para analizar. Las redes sociales virtuales han supuesto un cambio de paradigma en la comunicación y, sobre todo, en el comportamiento humano y en nuestras relaciones sociales. Y es que incluso en una sociedad en la que se premia ante todo la individualidad y el éxito personal es indudable el hecho de que el ser humano necesita vivir en el grupo, tener amigos, ser popular. Estos tres últimos capítulos van de cómo medirnos el ego en las redes y, lo más importante, de ser conscientes del sesgo de toda la información que recibimos. 




			 




			Mientras preparaba este libro me han preguntado algunos amigos, familiares y colegas a qué público estaba dirigido. Honestamente, la idea de hacerlo me la dieron muchos profesores de primaria y secundaria que me preguntaban en mis charlas y talleres por un libro de grafos asequible, sin mucho formalismo, que les mostrase una visión general de la Teoría de Grafos para llevarla a sus aulas. Pero cuando me he sentado, como se suele decir, frente a la pantalla en blanco he pensado que, por qué no, iba a escribirlo para cualquier persona que supiera leer y quisiera aprender algo de matemáticas. Para ese público joven, de mi edad, que en mis charlas para público general me saluda al final y me dice cómo les gustaría haber estudiado más matemáticas. Posiblemente a estas personas les resulte árido y empinado enfrentarse después de muchos años sin estudiar matemáticas —o sin haberlas estudiado nunca— a un texto sobre Cálculo Diferencial, Geometría Analítica o Álgebra Lineal, pero estoy casi segura de que con una libretita, un boli y ganas de aprender pueden seguir este libro desde el capítulo 1 hasta el 23. Y sin saltarse el capítulo 5. En resumen, creo que este libro es adecuado para cualquier niño o niña desde 12 hasta 120 años. Entendiendo, como digo siempre, que niños, para mí, son personas (de cualquier edad) con curiosidad sincera, con ganas y energía para aprender y con pocos conocimientos previos de matemáticas. Si tú no estás en ese grupo porque sí tienes conocimientos previos de la disciplina y te sabe a poco el nivel de profundidad, te recomiendo que profundices con cualquiera de los libros que te dejo en la bibliografía. 




			Y poco más puedo añadir. 
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EL GUATEQUE 




			 




			Queremos darte una bienvenida festiva al apasionante y divertido mundo de la Teoría de Grafos. Pasa sin llamar, sin miedo: te estábamos esperando. En este guateque vas a conocer a gente muy interesante. No olvides saludarlos a todos, ¿eh? Tú eliges si con un casto beso o con un cordial apretón de manos. 
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			Como habrás leído en la introducción (así lo espero, porque me la he currado mucho), este es un libro sobre grafos. Más adelante daremos una definición formal de estos objetos, pero por ahora vamos a pensar que un grafo es un objeto matemático formado por dos conjuntos. El primer conjunto lo forman unos elementos que llamaremos vértices o nodos y que representaremos con puntos. Los elementos del segundo conjunto son parejas formadas con dos elementos del primero según alguna propiedad que definamos; a estas parejas les llamaremos aristas y las representaremos con un segmento (una raya) que une los dos puntos correspondientes a los miembros de dicha pareja. 




			Pero, en principio, un grafo no tiene por qué dibujarse para existir. Un grafo, en general, es una idea abstracta que está ahí aunque no la veamos, aunque no la dibujemos. Reconozco que esto último me ha quedado un pelín Coelho. Podemos pensar, por ejemplo, en el siguiente grafo: los vértices (o nodos) serían los lectores de este libro, y las aristas serían las parejas de lectores que se conocen entre ellos y que podemos representar dibujando una rayita que los una. Ese grafo existe y está ahí, flotando en el aire. Los afortunados lectores de este libro van caminando por la calle o están sentados en sus casas leyendo, ajenos, posiblemente, al hecho de que una arista los une de forma imperceptible a aquellos de sus amigos que también leyeron esta egregia obra. No hace falta dibujarlo, pero lo podríamos representar, como hemos dicho, con puntos y rayas. No vamos a hacerlo porque serían demasiados puntos y el dibujo no sería claro. 




			Elijamos otro grafo más pequeño. Los vértices serán las comunidades y ciudades autónomas españolas y las aristas las formarán las parejas de comunidades autónomas que, por ejemplo, compartan un tramo de frontera. Sí, tendremos cuatros puntos aislados: Ceuta, Melilla, Canarias e Islas Baleares serían puntos (vértices) aislados en este grafo, porque no comparten frontera con ninguna comunidad autónoma. 
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			Como vemos en la ilustración, podemos representar la relación «ser fronteriza» sin necesidad de respetar la posición geográfica de las distintas comunidades o ciudades autónomas. De hecho, podríamos representar este mismo grafo de muchas formas diferentes y seguiría siendo el mismo grafo. Siempre que, claro está, respetemos las relaciones de frontera en los vértices (los puntos que representan a las ciudades y comunidades autónomas). En el capítulo 14, «Joker», hablaremos con más detalle y tranquilidad sobre la importancia que puede tener, en algunas aplicaciones concretas, el dibujo que hagamos del grafo que modela esa aplicación, pero, de momento, digamos que no nos preocupa el dibujo de nuestro grafo, solo nos importan las relaciones entre sus vértices. 




			Estos objetos, los grafos, tan monos y en apariencia tan simples, nos proporcionan unas herramientas matemáticas muy potentes para resolver problemas reales de gran complejidad y con infinidad de aplicaciones. Como estamos empezando este libro y quiero que me acompañes hasta el final para que no te pierdas la oportunidad de descubrir la belleza de la Teoría de Grafos, vamos a comenzar con un ejemplo simple de aplicación de grafos para resolver un acertijo que, espero, podrás compartir con amigos y familiares cuando la conversación se torne tensa sobre algún tema espinoso. 




			Alicia y Blas son pareja y han quedado para cenar con otras cuatro parejas en un restaurante. Al llegar a la cena, todos llegan con su pareja y los asistentes se saludan al verse: algunos se dan cordialmente la mano, otros se saludan con dos besos. Tras los postres, Blas propone a sus nueve compañeros de mesa que escriban en un trocito de papel a cuántas personas les dieron la mano al llegar al restaurante. Recordemos que todos se saludaron, pero usaron dos tipos de saludo: mano o besos. Los compañeros acceden y le dan a Blas los nueve papelitos, cada uno con un número: el número de personas a las que saludaron con un apretón de manos al llegar. Blas, sin abrirlos, los mezcla y después los abre y los coloca sobre la mesa. Casualmente, las nueve respuestas son distintas, no se repite ningún número. La pregunta que te hago es la siguiente: ¿a cuánta gente le dio la mano Alicia al llegar? 




			Lo sé. En principio podría parecer que es algo imposible de saber a partir de los datos de que disponemos, pero no. Está todo escrito en el párrafo anterior. Solo se trata de «exprimir» toda la información que poseemos, de ensamblar como detectives todas las pistas que tenemos para responder a la pregunta. Y, claro, de usar un grafo, porque aquí hemos venido a hablar de grafos. 




			La primera pista que tenemos es que las nueve respuestas eran diferentes. Intentemos adivinar cuáles fueron esas respuestas. ¿Pudo alguien escribir, no sé, 11 en su trocito de papel? Evidentemente no, porque eran solo 10 amigos. Por lo tanto, el número más alto que podría aparecer en esos papelitos es el 9. ¿Y el más pequeño? Podemos deducir sin dificultad que el más pequeño puede ser 0, que correspondería a una persona que saludó a todos con dos besos. Luego, en principio, las respuestas posibles serían {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Esas son 10 posibles respuestas, pero solo tenemos 9 papelitos. Un momento: leamos de nuevo el acertijo. Llegaron en pareja. Eso significa que, al verse, como máximo saludaron a 8 personas. Nadie saluda a su pareja al llegar si viene con ella: la trae saludada de casa. O no. Pero, desde luego, no la saluda si llega con ella. Este pequeño detalle nos viene muy bien porque reduce el conjunto de respuestas posibles a {0,1,2,3,4,5,6,7,8}, o sea, ya sabemos qué números había en los papelitos. 




			Ahora vamos a plasmar esta información en un grafo. Los vértices serán 10, uno por cada asistente. Solo tenemos identificado a Blas; al resto lo etiquetamos con uno de los números que aparecen en los trocitos de papel. Se trata, pues, de averiguar detrás de qué número se encuentra Alicia. 
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			Ahora vamos a dibujar las aristas del grafo. Estas aristas unirán dos vértices entre sí si se dieron la mano. Por lo tanto, salvo para el vértice que corresponde a Blas, sabemos cuántas aristas saldrán de cada uno de los otros 9 vértices: del 0 no saldrá ninguna, del 1 saldrá una, etc. 




			Comencemos a pintar estas aristas colocando en primer lugar las que salen del vértice 8. Tienen que salir 8 aristas a 8 vértices y, sin contar el vértice 8, nos quedan 9. Pero bueno, sabemos que al 0 no llega ninguna, y ya lo tenemos: el 8 les dio la mano a todos menos al 0. 
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			¿Qué podemos deducir del hecho de que el 8 saludara a todos menos al 0 con un apretón de manos? Efectivamente, que el 8 y el 0 son pareja. La pareja del 8 es una de las personas a las que no le dio la mano, y la única opción es el 0. ¡Ea!, pues ya tenemos identificada a una de las parejas y a dos sospechosos menos de ser Alicia. 




			Seguimos ahora con el vértice 7, del que tienen que salir 7 aristas. Lo tenemos fácil, porque quitando al 0 y al 1, que ya no pueden recibir más aristas, nos quedan 7 candidatos para ser saludados con un apretón de manos por el 7. A uno de ellos ya lo habíamos unido, al 8. 
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			Como la pareja del 7 está entre las personas a las que este vértice no les dio la mano y el 7 se la dio a todas menos al 0 y al 1, podemos deducir que 1 y 7 son pareja. El 0 es la pareja del 8. Pues nada, dos sospechosos menos de ser Alicia. Seguimos con el 6 y repetimos el proceso: el 6 se podrá unir con todos menos con el 0, el 1 y el 2, porque estos tres ya tienen dibujadas las aristas que les corresponden. 
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			Al igual que en los casos anteriores, como la pareja del vértice 6 se encuentra entre los vértices a los que no les dio la mano, la única opción es el 2. Tenemos identificada una nueva pareja y hemos eliminado a dos nuevos sospechosos, el 2 y el 6. 




			Aunque supongo que ya intuyes quién es Alicia, vamos a terminar de dibujar nuestro grafo añadiendo las aristas que salen del 5 y que pueden unirlo a todos los vértices menos al 0, al 1, al 2 y al 3, porque estos ya tienen las aristas que les corresponden. 
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			Pues ya lo tenemos: el 5 es la pareja del 3, es el único libre de entre todos los que no saludó con un apretón de manos y, por lo tanto, ya hemos desenmascarado a Alicia. Estaba escondida en el vértice 4 y dio la mano a 4 personas al llegar. 
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			Sorprendente, ¿no? Un rompecabezas que en principio parecía muy complicado y que se resuelve de forma simple, y sobre todo muy elegante, sin más que modelar la situación usando un grafo. Bueno, ya te prometí que los grafos son una herramienta muy potente para eso: modelar y resolver problemas de manera eficiente e intuitiva. 




			Pero, ¡un momento! ¿Te has fijado en los resultados finales de los saludos con apretón de manos? Alicia y Blas han saludado, los dos, a 4 personas cada uno. Qué casualidad, ¿no? Ellos sí han coincidido. ¿Será que son una pareja mejor avenida que las otras cuatro? ¿Cuál será el secreto de su amor? Espera, espera, ¿no será alguna propiedad de los grafos que no conocemos? 




			No te pierdas el próximo capítulo para salir de dudas. 
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LA VERBENA DE LA PALOMA 




			 




			Fiestas, palomas, palomares, estrellas y una historia de amor con un final feliz. Estos son los ingredientes de esta verbena en la que vamos a empezar a llamar las cosas por su nombre. Suena la música y los grafos van saliendo a la pista. ¿Bailas conmigo?  




			 




			En el capítulo anterior nos despedimos con el descubrimiento de que Alicia y Blas habían saludado con un apretón de manos al mismo número de personas al llegar a la cena, y nos preguntábamos —o me pregunté— si aquella sincronización era consecuencia de un amor bien llevado o simplemente derivaba de alguna propiedad de los grafos. En este capítulo desvelaremos ese misterio y aprenderemos muchas más cosas sobre grafos, claro, sobre más fiestas y sobre lo que podemos aprender contando palomas. 
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			A estas alturas ya sabemos que un grafo es un objeto (precioso) que está formado por un conjunto de vértices y un conjunto de aristas (que representan a parejas de vértices). Pero vamos a definir algunos conceptos asociados a los grafos que, en el futuro, nos permitirán hablar sobre ellos con un lenguaje más cómodo, riguroso y universal. 






			Empezamos con la valencia de un vértice. Llamamos valencia de un vértice (o grado de un vértice, como más te guste) al número de aristas (rayitas) que saldrían de él si lo dibujásemos. Dicho de otra manera, al número de aristas en las que interviene dicho vértice. Por ejemplo, en el último grafo de la fiesta de Alicia y Blas (al final del capítulo anterior) la valencia de Alicia era 4 y la de Blas, también. Si miramos en el primer grafo del capítulo 1, el de las comunidades y ciudades autónomas, observamos que, por ejemplo, Cataluña (la comunidad autónoma de Raquel Gu, la ilustradora de este libro) tiene valencia 2 y Andalucía (la comunidad autónoma de quien teclea estas líneas) tiene valencia 3. 




			Te voy a pedir que cojas una hoja de papel y un lápiz (o un boli, algo que pinte) y que dibujes un grafo, el que te apetezca. Pones unos cuantos puntos, los que quieras, y unes con aristas las parejas que tú elijas. Sin ver el grafo que has pintado estoy segura de que hay, al menos, 2 vértices que tienen la misma valencia (el mismo número de rayitas). Compruébalo, por favor. 




			Ahora intenta dibujar otro grafo, de nuevo con el número de vértices (puntos) que quieras, pero tratando de asignar a cada uno valencias distintas, que no se repita ninguna. Por si no tienes papel a mano, voy a dibujar yo un grafo cualquiera. 
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			Vaya, ¡qué curioso! Me han salido vértices con valencias idénticas. A y B tienen valencia 4. Por cierto, solemos escribirlo así: δ(A)=4, y leemos «valencia de A igual a 4». Usamos la letra griega δ, que sería la d de nuestro alfabeto, porque en inglés la valencia de un grafo se llama degree, como grado, aunque también se le puede llamar valence. Tenemos más valencias repetidas: δ(D)=δ(E)=δ(F)=3. 




			¿Conseguiste dibujar un grafo en el que todos los vértices tengan valencias distintas? Ya, es imposible. En cualquier grafo siempre tiene que haber, al menos, 2 vértices con la misma valencia. Para probar esto vamos a hablar antes un poco sobre palomas y palomares. 




			El principio del palomar (también conocido como principio de Dirichlet, en honor a Gustav Lejeune Dirichlet, ilustre matemático alemán cuyo cerebro puedes ver si te pasas por el departamento de fisiología de la Universidad de Gotinga) nos asegura que, si tenemos más palomas que palomares, en alguno de estos habrá que meter más de una paloma. Sí, eso es lo que dice el principio del palomar. Y sí, parece una afirmación simple y evidente, pero en la práctica son muchas y muy variadas las consecuencias que se pueden deducir de este principio en apariencia tan trivial. Por cierto, estoy segura de que este hecho era evidente para cualquiera antes de que naciera Dirichlet, pero él fue el primero que lo enunció formalmente. 




			Aquí hemos venido a hablar de grafos, pero si me permites un pequeño paréntesis, te cuento que, por ejemplo, el principio del palomar nos asegura que si escoges al azar 7 números naturales (los que sirven para contar) distintos entre 1 y 11, seguro que dos de ellos suman 12. Basta con que metamos los números del 1 al 11 en 6 cajitas con la condición de que en cada una de ellas estén los dos que suman 12, menos el 6, que lo dejamos solo en una caja, como en la figura siguiente: 
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			Si tenemos que elegir 7 números distintos y solo tenemos 6 cajas, por el principio del palomar sabemos que, al menos, de una de ellas tendremos que coger 2 (y no es la del 6, porque en esa solo hay un número); esos dos números de la misma caja suman 12, y tenemos probado lo que queríamos probar. 




			Volvamos a los grafos y a sus valencias (o grados). ¿Qué valores puede tomar la valencia de un vértice en un grafo de N vértices? Como mínimo 0, si el vértice es un vértice aislado que no pertenece a ninguna arista. Y como máximo N-1 si está unido al resto de los vértices del grafo. Por ejemplo, si tenemos un grafo con 5 vértices, la valencia máxima sería 4, que correspondería al vértice (o vértices) que está unido a todos los demás del grafo. O sea, que en un grafo de, por ejemplo, 5 vértices las valencias de estos pueden tomar los valores del conjunto {0,1,2,3,4}, es decir, 5 valores distintos. 




			¿Cinco valores distintos? ¿Seguro? No, es imposible que en nuestro grafo de 5 vértices haya uno de valencia 0 (que no está unido con nadie) y otro de valencia 4 (que está unido con todos). Por lo tanto, si algún vértice de un grafo de N vértices tiene valencia 0, no puede haber otro con valencia N-1 (unido con todos); y viceversa, si algún vértice de un grafo de N vértices tiene valencia N-1 (está unido con todos los demás), no puede haber otro con valencia 0 (que no está unido con nadie). Concluimos que los valores posibles que pueden tomar las valencias de un grafo con N vértices son o {0, 1, 2, …, N-2} o {1, 2, 3, …, N-1}. Siguiendo con el ejemplo de un grafo con 5 vértices, los valores que puede tomar la valencia de estos son o {0,1,2,3} o {1,2,3,4}. Esto es, solo hay 4 valores posibles para la valencia de estos 5 vértices. Dicho de otra manera, tenemos 4 palomares (los valores posibles) para meter a 5 palomas (los 5 vértices); en un palomar, al menos, habrá 2 palomas. Al menos, 2 vértices tendrán la misma valencia en el grafo. 




			 






			[image: ]




			 






			Así pues, la coincidencia en el problema de la fiesta entre Alicia y Blas no fue, en principio, consecuencia de un amor infinito y una sincronización de mentes, sino que derivaba de esta propiedad que, gracias a las palomas, acabamos de descubrir para cualquier grafo: en cualquier grafo hay, al menos, 2 vértices con la misma valencia. 




			Ya que estamos hablando de fiestas y palomares, vamos a plantear otro problema con la ilusión de que un día lo compartas con tu familia o con tus seres queridos. 




			En una fiesta multitudinaria (un concierto de Madonna, por ejemplo), si se eligen 6 personas al azar de entre el público, o hay 3 de ellas que se conocían mutuamente antes de entrar o hay 3 de ellas que nunca antes se habían visto entre sí. 




			¿Cómo lo demostramos? Pues usando un grafo. Representamos a las 6 personas como los 6 vértices del mismo y las unimos por parejas; cada vértice se unirá con los otros 5, pero la arista será de color verde si se conocían antes de entrar al concierto y de color rojo en el caso contrario. 




			Elegimos a una de ellas, la que queramos. Las etiquetamos con las letras A, B, C, D, E y F y nos fijamos, por ejemplo, en el vértice A. De este vértice tienen que salir 5 aristas, una por cada uno de los 5 vértices restantes. Estas 5 aristas pueden ser de 2 colores: rojas (en los casos en los que no conociera al otro vértice) o verdes (en los casos en que sí se conocieran). 




			Como tenemos 5 aristas y solo 2 colores (5 palomas y 2 palomares), al menos tenemos 3 aristas del mismo color (en un palomar hay, al menos, 3 palomas). Podemos razonar pensando que de A salen, al menos, 3 aristas verdes. 




			En el otro caso, en el que de A salen, al menos, 3 aristas rojas, se razona de manera similar. 




			Dibujamos la información que tenemos en un grafo. De A salen, al menos, 3 aristas verdes. Las dibujamos y, de momento, nos olvidamos de las otras 2 que también salen de este vértice. 
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			Nos preguntamos ahora de qué color es la arista que une C y D, es decir, si C y D se conocían antes de llegar al concierto. En caso afirmativo, dicha arista sería verde y habríamos demostrado lo que veníamos a demostrar: A, C y D se conocían mutuamente antes de entrar (tenemos un triángulo verde en el grafo). 
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			En el caso de que la arista entre C y D fuese roja (no se conocían previamente), nos fijamos en el color de la arista que une C y F. Si esta fuera verde también habríamos terminado, puesto que tendríamos un triángulo verde formado por A, C y F y, por lo tanto, podemos concluir que estos se conocían mutuamente, dos a dos, antes del concierto. 
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			Supongamos que no, que la arista que une a C y F también es roja (no se conocían). No pasa nada, no hay que desfallecer: nos fijamos en el color de la arista que une D y F, porque si esta es verde también habríamos terminado concluyendo que, efectivamente, A, D y F se conocían mutuamente, dos a dos, antes del concierto. 
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			Pero ¿y si D y F tampoco se conocían antes del concierto? Pues perfecto, porque en ese caso la arista que los une sería roja y también habríamos terminado, pues hemos encontrado un triángulo rojo en el grafo: 3 personas que no se conocían mutuamente antes de ir al concierto. 
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			Recuerda que habíamos dicho que en un grupo de 6 personas elegidas al azar encontraríamos o 3 de ellas que se conocían mutuamente antes de entrar o 3 de ellas que no se conocían entre ellas de nada. Ya lo tenemos demostrado. 




			En realidad, este resultado se conoce como teorema de la amistad de Ramsey, porque fue Frank P. Ramsey, en 1930, el primero que lo demostró como un caso particular y sencillo de un teorema un pelín más complicado que no vamos a contar en este libro por eso mismo, por su dificultad. Pero déjame que te diga que ese teorema más complicado, el teorema de Ramsey, fue la semilla de una rama de las matemáticas que se conoce como teoría de Ramsey y que, informalmente hablando, viene a decir que siempre es posible encontrar orden en el caos. Si lo piensas, esta es una necesidad humana, tanto en la antigüedad como en los días actuales: la de buscar patrones en el caos. Nos gusta, y lo necesitamos. Para sentirnos seguros, para tener la sensación de que lo controlamos todo. Supongo que fue esa debilidad humana la que hizo que al mirar al cielo agrupáramos estrellas que sugerían formas de animalitos (y de ahí surgiera lo de los horóscopos y demás), de la misma forma que cuando miramos las nubes buscamos formas, o tratamos de encontrar un patrón o un ritmo en el romper de las olas en la orilla del mar. 
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